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Summary: In this work some of the questions that appear in Hibbur ha-Meshihah we-ha-
Tishboret, geometric text written in the first third of the XII Century by the catalan jew Abra-
ham bar Hiyya are commented and that we consider of didactic usefulness for the basic edu-
cation of geometry.
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Quan s’aborda I’ensenyament de la geometria en I’ambit de la formacié de profes-
sors orientats a la instrucci6 primaria o secundaria obligatoria, a I’aula se sol tractar de quina
manera s’ha de coneixer i practicar les técniques de la geometria euclidiana. Amb aixo es pretén,
a més d’ensinistrar els futurs docents en els métodes i recursos d’aquesta antiga branca de les
matematiques, ajudar-los a comprendre i valorar millor els avantatges que va suposar la in-
corporacid de I’algebra en el desenvolupament posterior de la geometria. Per aconseguir
aquest proposit ens resulta de gran utilitat didactica la presentacié a I’aula de fragments,
exemples o problemes historics extrets d’obres classiques de la matematica o d’altres bran-
ques de la ciencia o de la técnica. D’aquesta manera, aconseguim de I’alumne, a més de la
practica dels metodes apresos i del coneixement de primera ma de les principals etapes de
I’evolucié de la matematica, la motivacio6 pel tema estudiat, proposant-li una situacio inseri-
da dins d’un context historic real, que facilita un ensenyament globalitzat de la matematica i
posa de manifest la seva utilitat social.

Des de fa ja algun temps, hem anat recollint, de fonts molt diverses, material que
creiem apropiat per a aquest objectiu. Un dels textos que ens esta resultant més suggeridor i
atil és el libre titulat, en la seva llengua original, I’hebreu, Hibbur ha-Meshihah we-ha-Tish-
boret. Exposarem aqui algunes dades basiques sobre el seu autor, el text de I’edicié que uti-
litzem, i després comentarem molt breument alguns dels capitols o fragments del text que
ofereixen, segons el nostre parer, un major interés per a I’ensenyament de la geometria.

El seu autor, Abraham bar Hiyya, va ser un notable matematic i erudit jueu sefardi-
ta de qui tenim molt poques noticies. La seva data de naixenca se sol situar entre els anys
106511070, i la de la seva mort el 1136. No sabem el lloc exacte on va veure la llum, ni tam-
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poc on van ser els seus anys d’aprenentatge, pero pels seus coneixements de la matematica
i de I’astronomia arabs, aquests només van poder desenvolupar-se en alguna ciutat peninsu-
lar de I’area de domini musulma que fos un centre cultural actiu. Tenim documentada la seva
estada a la cort del rei aragonés Alfons I, i el seu posterior pas al servei dels comtes de Bar-
celona. En aquesta ciutat va transcérrer la major part de la seva vida activa i va ser on va
escriure les seves obres més conegudes. Va ocupar el carrec public de Savasorda, llatinitzacio
del terme arab sahib-al-shurta, i el sobrenom amb qué va ser conegut en terres cristianes
(Bensch, 2002).

A més de I’obra que ens ocupa, Abraham bar Hiyya en va escriure, també, altres de
caracter cientific. Citem el text astronomic Sefer ha-lbbur, que va constituir el primer llibre
en llengua hebrea dedicat exclusivament a I’estudi del calendari; o I’extensa enciclopédia
de matematiques, musica, astronomia, etc., Yesod ha-Tebunah we-Migdal ha-Emunah, també
la primera en aquest idioma. El nostre autor, juntament amb un altre sefardita, Abraham
ibn Ezra, va ser I’iniciador dels estudis escolars de matematiques en llengua hebrea. Fins a
aquest moment els nens jueus duien a terme el seu aprenentatge llegint basicament la Biblia
i estudiant el Talmud, que ofereix un conjunt de sabers al voltant de I’exegesi biblica que
comprén no només coneixements religiosos o teoldgics, sind també d’altres d’indole molt di-
ferent, incloent-hi fins i tot la matematica aplicada (Lévy, 2001). Precisament la proposta
d’Abraham bar Hiyya i d’Abraham ibn Ezra va en el sentit de fonamentar cientificament
aquests sabers matematics empirics per evitar errors greus en la seva aplicacio practica. Per a
aixo, recorren a les versions de les obres classiques de la matematica grega portades a terme
pels savis arabs, aixi com a les millores que aquests introdueixen. Perd no hem d’intuir, des-
prés d’aquestes propostes innovadores d’ Abraham bar Hiyya, una actitud heterodoxa respec-
te a la religid, tot al contrari, el seu proposit és conciliar el saber matematic amb la revelacié
divina, de manera que aquesta preval sempre en tot moment. En aquest sentit, hem de recor-
dar que també va ser un notable autor d’obres filosofiques i teoldgiques, com ara I’Hegyon
ha-Nefesh ha-Azuva, estudi sobre la naturalesa del bé i del mal, o la célebre Megillat ha-Me-
galleh, que recull la historia del poble jueu des de la revelacid i que va ser un referent per als
rabins dels segles posteriors (Ashtor, 1984).

Es desconeix la data exacta en qué va ser escrit I’Hibbur ha-Meshihah we-ha-Tish-
boret, pero probablement podriem situar la seva redaccié al voltant de la segona déecada del
segle xi1. En canvi, es coneix millor la data en qué va ser realitzada la traduccio al llati, por-
tada a terme per Plat6 de Tivoli, el fundador d’una dinastia de traductors jueus, que tant van
contribuir, a través de les seves versions en hebreu, a la difusié del llegat cientific arab en
I’Europa cristiana. Aquesta traduccid, una mica abreujada, va ser coneguda pel seu titol llati
Liber Embadorum. Va veure la [lum el 1145 i va constituir un dels primers llibres d’algebra
escrits en llati i, juntament amb la versié de I’algebra d’ Al-Khawarizmi de Roberto de Ches-
ter, apareguda també en el mateix any, les dues primeres obres que mostraven en llati el pro-
cediment per determinar la solucié general de I’equacid de segon grau (Glick, 1979).

En diverses biblioteques i arxius europeus es conserven copies manuscrites de
I’Hibbur ha-Meshihah we-ha-Tishboret, pero ofereixen diferencies segons quins fossin els
coneixements o les habilitats dels copistes. Comparant les versions existents, Guttmann va
publicar al comengament del segle xx una edicié critica de I’Hibbur ha-Meshihah we-ha-
Tishboret que és considerada per tots els estudiosos la versio de referencia. Afortunadament,
el lector catala disposa d’una magnifica traduccio realitzada per Millas i Vallicrosa en els
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anys trenta per a la Biblioteca Hebraico-Catalana (Bar-Hiia, 1931). Lexisténcia d’aquesta
traduccid fa més viable als professors la utilitzacio de fragments d’aquesta obra amb finali-
tats didactiques, si, com ens ocorre a nosaltres, els agrada acudir als textos originals o, en cas
d’estar aquests escrits en una llengua no familiar per a la majoria dels alumnes, com és el
cas, a traduccions fiables. Es important assenyalar que, encara que Millas tradueix el titol de
I’obra amb I’expressio genérica Llibre de geometria, una versié més literal del titol original
ens expressa molt millor I’objecte i el caracter de I’obra. Aquesta podria ser, com el mateix
traductor també assenyala en la seva introduccié, Tractat de mesurament i de calcul. D’aques-
ta manera, es recalca el to eminentment practic i didactic que té el text, ja que es tracta d’una
guia per a les persones encarregades de mesurar i fer calculs de valoracid i repartiment de
terres per a heréncies, compravendes, arrendaments, etc.

Considerarem ara molt breument alguns aspectes o guestions tractades en I’Hibbur
ha-Meshihah we-ha-Tishboret que sén d’utilitat en les nostres classes. Seguirem per a aixo,
aproximadament, I’ordre que ens ve donat per la mateixa estructura de I’obra en quatre parts
0 capitols.

Comencem per dir que, encara que en la traduccié no és perceptible, ja que s’ utilit-
za sempre el sistema indoarabic, en el text original el seu autor per designar les quantitats
empra els numerals hebreus, que son les mateixes lletres del seu alfabet utilitzades amb valor
numeric. Aquest fet, que dificulta al traductor la identificaci6 de les quantitats en els manus-
crits, presentat als alumnes, propicia la introducci6 i el comentari didactic d’aquest sistema,
i també el d’altres sistemes de numeracid historics de tipus xifrat.

Una caracteristica general de I’obra que vam trobar ja en el primer capitol, dedicat
a la descripcio dels elements generals de la geometria, a la classificacio dels poligons i a la
proporcionalitat, és I’abséncia total de simbologia algebraica. Pot sorprendre’ns que Abra-
ham bar Hiyya, bon coneixedor dels textos arabs, no utilitzés aquest notable aveng, pero su-
posem que no ho va fer per, almenys, dues raons. La primera, per la mateixa indole de I’obra
que no anava adrecada als estudiosos, sind a artesans, la qual cosa exigia una exposicié de les
questions assequible al puablic lector, poc familiaritzat amb els textos de caracter matematic.
La segona es despréen de la confusié que s’hauria pogut crear en escriure en llengua hebrea
Iletres per designar valors genérics, quan aquestes mateixes lletres també signifiquen nom-
bres concrets.

En el segon capitol, dedicat a la determinacié de I’area de les principals figures pla-
nes, I’autor, per aconseguir aquest proposit, i d’altres que es veuran més endavant, ha de de-
mostrar abans sis teoremes. Alguns d’aquests teoremes en I’ambit escolar actual es presenten
habitualment en forma algebraica, perd en el text els raonaments prescindeixen d’aquest
mitja utilitzant Gnicament I’aritmética i la geometria. Es molt il-lustratiu per als nostres
alumnes poder comparar ambdues perspectives, I’aritmeticogeométrica i I’algebraica i fer
una analisi dels processos implicats en les respectives demostracions. D’aquesta manera es
pot il-lustrar didacticament, a través de I’exemple historic, el pas de I’aritmeética a I’algebra.
L’esquema és el segiient: en primer lloc, es descriu la situacié matematica en abséncia de no-
tacio literal, després es passa a la concrecio de la situacié mitjangant un exemple numeéric, i
finalment s’arriba a una demostracié general per mitjans exclusivament geometrics. Vegeu
un parell de situacions:

— El quadrat d’un binomi (p. 17): «Tota recta que es divideixi en dues parts, el seu
quadrat és igual a la suma dels quadrats de les dues parts més el doble del producte de la pri-
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mera part per la segonax». Primer es fa una comprovacio de la igualtat a partir d’un raonament
aritmetic: «Si la recta fa 12 colzes i la de les dues parts en que I’hem dividida: 7 i 5 colzes, el
quadrat de la recta és 144, i aquest nombre és igual a la suma dels quadrats de 7 i 5, 49 i 25,
o0 sigui 74, més el doble del producte de les dues parts, o sigui 70». Després es fa una de-
mostracié geometrica a partir de dividir un segment AB en dues parts AE i EB, de manera
que podem construir geomeétricament un quadrat de costat AB i en el seu interior construir
dos quadrats de costats AE i EB i dos rectangles de costats AE i EB, cadascun (figura 1).

Ficura 1. Construccié geometrica.

— Sobre les divisions d’un segment en parts iguals i desiguals (p. 18): «En tota rec-
ta dividida en dues parts iguals i en altres dues desiguals, la suma del producte de les dues
parts desiguals més el quadrat de la diferéncia que hi ha entre la part major i la part igual és
igual al quadrat de la part igual». Comenca per la comprovacio aritmética: «Aixi una recta
que tingui 12 colzes, si la dividim en dues parts iguals de 6 colzes i en altres dues de 8 i 4 col-
zes, tindrem que el producte 8 per 4 sumat amb el quadrat de la diferéncia entre 8 i 6 0 sigui
4, és 36, i aix0 és igual al quadrat de la part igual a 6». A continuacio, desenvolupa una de-
mostracio a partir de la construccié geométrica de la igualtat algebraica:

AE X EB + (AE — (AE + EB)/2)2 = ((AE + EB)/2)?

A partir d’un segment AB dividit en dues parts iguals, AT i TB; dues parts desi-
guals, AE i EB, sent AE > EB, podem construir geométricament el rectangle de dimensions
AE i EU, sent EU = EB i el rectangle AEIC, de manera que Ul = ET (figura 2). D’aquesta
manera, el producte AE X EB és I’area del rectangle AEUZ, i sumant el quadrat HUID, de
manera que ens donara el mateix que el quadrat ATDC, ja que TEID = SHCD.

FIGURA 2. Construccié geometrica.

Aquests teoremes son el pas previ al plantejament del procés resolutiu estrictament
geometric de les equacions de segon grau, que, com ja hem indicat abans, constitueix una de
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les novetats que aporta I’obra. En aquest sentit, una activitat didactica que ens ha resultat al-
tament fructifera ha estat la visualitzacio d’aquest llenguatge geomeétric mitjangant la utilit-
zacio de programes informatics, com el Cabri Il, que permeten a I’alumne seguir i recons-
truir perfectament els passos o les etapes de tot el procés (Servat, Nufiez, 2000).

En el mateix segon capitol, trobem una altra qliestié que mereix la nostra atencio
com a professors. Es tracta del procés de calcul aproximatiu de I’area del cercle, que pel que
sembla va inventar Abraham bar Hiyya, encara que, com suggereix Millas, va poder inspirar-
se en la técnica de la descomposicio practicada per alguns comentaristes del Talmud, com els
tosafistes. Sigui 0 no el seu descobridor, la veritat és que difereix dels procediments desen-
volupats pels grecs i, per aixd mateix, suposa una alternativa metodoldgica molt suggeridora
per ser plantejada, també, a I’aula. Esquematicament el procés és el segiient:

— Demostra la formula de I’area del cercle de radi r a partir de la partici6é d’aquest
en un conjunt de cercles concéntrics de manera que, una vegada que s’han estées en forma ho-
ritzontal i col-locat els uns sobre els altres, s’obté una figura triangular en qué la base és la
longitud del cercle, és a dir 2mr, i la seva altura el radi r. D’aquesta construccio, s’obté que el
cercle i la figura triangular tenen ambdoés la mateixa area, ir? (figures 3 i 4).

FiGurA 4. Figura triangular.

Ficura 3. Cercle.

En I’ensenyament de la geometria, la particié proporcional de superficies és una
qlestid poc tractada i de la qual no abunden exemples o problemes en les obres didactiques.
Aquells docents interessats a proposar als seus alumnes situacions d’aquest tipus, riques en
la utilitzacio dels recursos de la geometria euclidiana, poden extreure material Gtil en el ter-
cer capitol del Llibre de geometria, dedicat exclusivament al repartiment proporcional de
terres.

— Vegeu un exemple en que es planteja la divisio d’un terreny entre tres hereus en
parts no iguals (p. 101 i s.): «I si els copropietaris no tinguessin iguals les seves parts, sind
que un tingués 1/2, i el segon 1/3 part, i el tercer 1/6 part, i cada un d’ells volgués la seva part
adjunta a un costat?». Desenvolupa a continuacié el procediment que s’ha de seguir: «Mesu-
rarem en el costat AB, que correspon al tenedor de la meitat, el seu ter¢ o sigui BE, i unirem
B amb el vertex C; dividirem CE en dues parts iguals en D i unirem D amb A i B, i tindrem
el triangle ABC, dividit en tres parts: una part és igual a la meitat i és el triangle ADB; I’altra
és el triangle ADC, que és igual al terg, i I’altra part és el triangle BDC, que és igual al sise».
Finalment, demostra I’exactitud de la particié portada a terme: «La demostracié d’aixo es
despren de les anteriors sobre particions, ja que és evident que el triangle CBE és igual al terg
d’ABC, i que la meitat del primer, o sigui BDC, sera I’1/6; aixi mateix, CAE és igual a 2/3



102 JOSEP M. NUNEZ ESPALLARGAS | JORDI SERVAT SUSAGNE

d’ABC, i la meitat del primer, ADC, sera el ter¢ d’ABC; sumant ACB i CDB ens resta el
triangle ABD que és igual a la meitat» (figura 5).

FiGUrRA 5. Construccié geometrica.

Finalment, en el quart i Gltim capitol de I’obra, s’aborda d’una manera practica la
determinaci6 de les dimensions d’un terreny amb I’objecte de calcular, més tard i aplicant els
meétodes ja tractats en el segon capitol, la seva area. L’agrimensor en I’obra d’ Abraham bar
Hiyya disposa per calcular les seves mesures de dos instruments: la «corda» (o cinta métrica
en versi6 escolar) i la «taula quadrada» (o cartabd). Es a dir, només pot mesurar distancies i
construir angles rectes. La mesura d’angles queda exclosa expressament en tota I’obra per-
que és, segons el seu autor, massa imprecisa la seva determinacio.

— Resulta un repte didactic per als alumnes proposar-los una situacié semblant a
algunes de les plantejades en I’obra. Per exemple, determinar I’area d’un triangle escale amb
només aquests dos instruments de mesura i sense poder acudir a la férmula d”Her6, que si bé
en el Llibre de geometria apareix (sense demostrar) en el segon capitol, el mateix autor acon-
sella no utilitzar-la per I’enfarfec que implica la determinaci6é geométrica d’arrels quadrades.
Una vegada els alumnes hagin fet els seus intents, aquests poden comparar-se amb els méto-
des descrits en I’obra, i comprovar-ne aixi I’adequacio.

Per concloure, assenyalarem que la utilitzacié en I’aula de matematiques de frag-
ments del Llibre de geometria d’Abraham bar Hiyya ofereix aspectes concrets com a recurs
didactic que succintament hem apuntat. Pel que fa a I’obra en el seu conjunt ens permet in-
troduir un enfocament culturalment globalitzador, perquée ens fa comprendre millor no no-
més I’evolucié de les matematiques i dels seus metodes, sind també la marxa de la nostra
propia i complexa historia.
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